Rozdziat

Ruch i kinematyka

2.1. Ruch, gradient predkosci, tensor predkosci odksztalcenia,
wirowosé

Ruchem ciata B nazywamy dostatecznie gltadko zalezne od czasu t jego od-
ksztalcenie ¢, , tzn.

B>X — ¢,(X)==z€(,(B) CE (2.1)
Zamiast ¢;(X) bedziemy pisaé¢ ¢(t, X), tj.
C(X) =((1, X)
lub, gdy nie wjawniamy argumentu X
¢ (1) =<2, ). (2.2)

Odwzorowanie (-,) nazywa si¢ tradycyjnie funkcjq ruchu; dla ustalo-
nego czasu t ((t,-) ma odwzorowanie odwrotne, ktére ozmaczamy ¢, 1(-),
oczywiscie dla & = (¢, X)

(l)=X=¢"(ta) (2.3)

W ogdlnodci (por. Arnold (1981), s. 12-16, 117-122, 126-132; Rymarz
(1993), s. 24, 39-40) ruch ciata materialnego traktuje sie jako ztozenie:
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— jego ruchu sztywnego, czyli zmiany polozenia jako cigglego ciala sztyw-
nego (por. s. 14, okreélenie ciaglego ciala materialnego) w czasie i prze-
strzens
jego odksztatcenia gladko zaleznego od czasu.

W naszych rozwazaniach bedziemy zajmowac sie ruchem cial abstrahujoc od
ich ruchow sztywnych, bowiem odgrywaja one role drugoplanows (por. Ry-
marz (1993), s. 40).

Zgodnie z motywacja empiryczno-racjonalng przedstawiong w wstepie do
Podrozdziatu 1.4, ruchy ciata B bedziemy opisywac réwniez wzgledem ustalo-
nej konfiguracji odniesienia B,, = s(B).

Zatem ruch ¢, ciala B dany relacjami (2.1)—(2.3) i jego funkcja (-, ")
zastepuje sie (por. wzory (1.44) (1.49)) ruchem x, = ¢, 0 s>~ ! i funkcjg ruchu
x () = €(-, %271()) wagledem konfiguracji odniesienia B,, ciata B; wobec tego
mamy

B. 92X — xi(X) =2 € B = x(B..) = (4(B) (2.4)
B, 3>X — x(t,X)=x € B = x(¢t.B..) = ¢,(B) (2.5)

gdzie B; nazywamy konfiguracjq ciata B w chwili t podczas jego ruchu x, lub
krotko konfiguracyg aktualng.
Pole predkosci w ruchu x ciata B jest okreslone wozorami
— w opisie materialnym (por. 3.17):

B. 3 X — V(t,X) = x}(t. X) (2.6)
— W opisie przestrzennym (por. s. 16):
B > — v(t.x) =V(t,x ' (t.x)). (2.7)

Gradient odksztalcenia ciala B w jego ruchu x okresla sie (por. wzory
(1.10)—(1.12), (1.44)—(1.47)) wzorem

F(t. X) = V. x(t. X) (2.8)

i wzgledem przyjetego w przestrzeni FE° ukladu wspétrzednych wyraza sie
macierzy kwadratows w wymiarach 3 x 3 postaci

X (. X), i (8. X), Xl (8. X)

F(t, X) = | X{x, (X)), X{xe (1 X)X (1, X) (2.9)
X?Xq(t,X), X?Xg(t,X), X|3X3(th)
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Dla pola predkoéci v w ruchu x ciata B okresla sie réwniez jego gradient
V., ktéry w uktadzie wspétrzednych E? wyraza sie macierzy

'z;ll 1(7‘ z), vl, (7‘ x), full ;(7‘ x)
Uﬁpi(tvw% |T2(ts5'3)-, |w3 (tsw)
Majac na uwadze okredlenie pola predkosei (2.7) oraz & = x (¢, X ) wy-

razamy wyraz o wkaZnikach 7.k macierzy (2.10) przez funkcje ruchu i jej
rézniczkowanie wzorem

(Vo) (h @) = Xy o (8 x M8 @) - (X )k (2, @) (2.11)
stad wynika zwiazek
(Vo) (t, @) = F),(t, X Htox))F(t x) (2.12)

bowiem gltadkos¢ funkeji ruchu y pozwala przestawia¢ pochodne czastkowe
wzgledem 1 X,
Wzér ten pozwala wyznaczy¢ predkosé gradientu odksztatcenia F/|t<t= X)

za pomoca gradientu predkosci V,v(¢, &) w ruchu x ciata B.

Uwaga 2.1. Gradient predkosci (V,v)(-,-) jest tensorem, ktérego sktadowe
sa dane macierza (2.10). Tensor ten mozna przestawi¢ w postaci sumy

(Veo)(t,x) =d(t,z) + w(t, z) (2.13)

gdzie d(-,-) 1 w(-,-) oznaczaja jego czeS¢ symetryczna 1 antysymetryczna od-
powiednio, tj.

d(t,x) = (V,0)sym(t,x) = l((ngfv)(t,a:) + (V,v)*(t,x))

1 (2.14)
= (2( L G(tx) + ol (8 @) amr 23
w(t,x) = (V,0),.(t ) = %((vxv)(m —(Voo) (1. 2)
(2.15)

1 A !
= (5(1'7.ﬁ17k (ta 33) - Uf‘xj (tv w)))j,/f=l,2,3

Cze$é symetryczna d(-, ) gradientu predkosci (V,v)(-, ) wyraza predkosé
zmiany elementu dlugosci (por. wzory (1.4), (1.5), (1.32). (1.38), (1.42)) krzy-
weg materialne; C; = x4(C..) gdzie C,. jest reqularng i dostatecznie gladkq
krzywq w konfiguracji odniesienia B,,, tzn.

C.={X€B.: X =X(2), z€l, X(-) € C"(I), r>2}.
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Aby to wykazaé rozwazmy kwadrat elementu dtugosci tej krzywej jako
funkcje zmiennej ¢, tj.

3
(@) = 200 (X (2)))0)?(d2)? (2.16)
7=1

i jego pochodna wzgledem zmiennej ¢, ktéra wyraza sie (por. (2.6), (2.7),
(2.14)) wzorem

((dl>2(tv Cc)h,:,\(/,,X(:)) )Tt
=2 (W (1. X(2)L - (VI(t. X (2))).(d2)’

S y . (2.17)
=2 (LR - W) iy - (XD (d2)?
=2(dx - (d(t,z) - dx))h:x(t.);.(z))
gdzie de = (da',dx?,dz3) pierwsza ,-” oznacza mnozenie skalarne w 2,

a druga -7 oznacza mnozenie kolumny (dx)* przez macierz d(t,x) wedlug
reguly ,wiersz X kolumna”.

Zatem tensor d(-,-) jest miarq predkosci zmian kwadratu elementu dlugo-
§ci krzywej materialnej C; 1 dlatego nosi nazwe tensora predkosci odksztatcenia
ctata B w jego ruchu x. Tym sposobem stwierdzenie wyrazone po réwnosci
(2.15) jest udowodnione.

Jezeli ciato materialne B porusza sie jak ctato sztywne (por. Arnold
(1981), s. 119-121), to wdwczas tensor predkosci odksztatcenia d(-,-) znika,
t].

di-.)=0 w B,. (2.18)

gdy t > 0.

Istotnie, poniewaz w takim ruchu ciala materialnego B di(¢, ) = const
wobec tego na mocy réwnosci (2.17) mamy juz teze tego stwierdzenia.

Udowodnimy jeszcze stwierdzenie odwrotne: jezelt w ruchu x ciala B
tensor predkosci odksztatcenia d(-,-) znika, tj. (2.18), Wowczas w danej chwili
t ciato B porusza sie jak cralo sztywne.

Istotnie, z réwnosci (2.18) 1 wzoru (2.14) mamy uktad réwnan réznicz-
kowych czastkowych pierwszego rzedu liniowy

-7

'Ufwj (t,z) =0 j=1,2.3
(2.19)

- !

ol (t, @) = —vlﬁ;j (t,x) j#k=1.23
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ktéry jest uktadem nadokreslionym (bo liczba réwnan jest 6, a niewiadomymi
funkcjami w tym ukladzie sa 3 sktadowe v',v% % pola predkoéci v) i jego
rozwiazania (o ile istnieja) sa w klasie funkcji C™=1(B;) r > 2.

7 réwnan uktadu (2.19) po stosowanym zrézniczkowaniu ich i dzieki
(2.19); otrzymujemy

-1 "
J _ K
1)|1‘k$.i - 7)|.'L‘-7 xd

. o, (2.20)
Agvt = _(dlvv>|;vk =0 k=1,2,3
w konfiguracji aktualnej B;. Zatem sktadowe vl (¢, ), v2(t,-), v3(¢,-) predkosci
v(t,-) sa funkcjami harmoniczymi w By, a zatem w tym obszarze sa analitycz-
nymi funkcjami zmiennej ® = (z!, 22, 23).
Rozwazmy funkcje skalarna ¢ okreslna wzorem

o(t,x) = 270! (t, ) = = - v(t. x) (2.21)

Funkcja ta jest réwniez funkcja harmoniczng w obszarze B;, a zatem 1 ana-
. . 9 .

lityczng w tym obszarze wzgledem zmiennych x = (2!,2%,2%) i na mocy
réwnan (2.19)s spelnia réwnosci

!

Pl (t,x) = v’ (t.z) + a:kvf‘f;:j (t,x) = v’ (t.z) + e

’
|LL‘

W(tx) §=1,2.3.
Stad otrzymujemy tozsamosé

plt,w) = 274, (1. 2) (2.23)

7 ktérej wynika, 1z funkcja skalarna ¢ jest wzgledem zmiennych x =

(2!, 22, 2%) jednorodna stopnia pierwszego, tzn.

o(t.x) =z - aft) = z/a’ (1) (2.24)

gdzie funkcje ol (+), @?(+), &?(+) sa klasy C™71, r > 2.

Zatem na mocy (2.21) i przedstawienia (2.24) oraz analitycznosci w ob-
szarze B; sktadowych vl(t,-), v2(t,-), v3(t,-) predkoéci v(t,-) wynika, iz skta-
dowe te sg réwniez funkcjami jednorodnymi stopnia pierwszego wzgledem
zmiennej x = (z1, 22, 2%) z dokladnoécia do sktadnikéw ol(t). o2(t), o> (t)
odpowiednio, tzn.

v (t, @) = Ai(t):r:k + ol () (2.25)

7 = 1,2,3, przy czym wspoétezynniki Aé(t) na mocy rénain uktadu (2.19)
spelniaja réwnosci

Ay =0, Aj(t) =-AFQ) (2.26)
dla y=1,2,317#k=1,2,3.



40 2.1. Ruch, gradient predkosci, tensor predkoéci odksztatcenia, wirowosé

Zatem pole predkosci v, ktére spelnia uktad réwnan (2.19), ma przed-
stawienie

v(t,x) = At)x + a(t) (2.27)

gdzie A(t) jest macierza o wymiarach 3 X 3, ktérej wyrazy AZ(t) spetniaja
réwnosci (2.26), czyli jest antysymetryczna, tzn.

A(t) = —A™(t)
a a(t) jest wektorem o skadowych al(t), a®(t), o3(t).

Wyrazy tej macierzy mozemy na mocy przedstawienia (2.27) i réwnain
uktadu (2.19) wyrazié¢ wzorami

Y1) = 3 (rotw)s (1)
AL(t) = %(rot'v)g(t) (2.28)

A1) = 5 (rotw) (1
Jak wiadomo z mechaniki klasycznej (por. Arnold (1981), s. 119-120)
kazda macierz antysymetryczna wyznacza w przestrzeni E° wektor predkoéci

katowej. Zatem macierz A(t) dana wzorami (2.28) wyznacza wektor predkosci
katowej, ktory jest identyczny z wektorem

%(r()tv)(t)
bowiem mamy
1
Alt)z = <§rotv) (t) x (2.29),

Pole rotacji pola wektorowego predkosci v nazywa sie wirowos$cig ruchu
X 1t oznacza sie symbolem

w(t,z) = (rotw)(t, x). (2.29)9
Zatem, przedstawienie pola predkosci v(-,-) w przypadku, gdy tensor

predkosci odksztatcenia d(-, -) znika w obszarze By ma na mocy wzoréw (2.27)
(2.29)1, (2,29)2 postaé

w(t, @) = %w(t) @+ al) (2.30)

ktora konczy dowdd stwierdzenia odwrotnego ze s. 38.



