V. Przestrzen liniowa

Przestrzen liniowa (wektorowa) V nad ciatem K to addytywna grupa
abelowa (V, +, 0) tzn. dziatanie + spetnia warunki (elementy zbioru
V nazywamy wektorami)

(L1) dladowolnych x,y,ze X (x+y)+ z=x+ (y + z)

(dodawanie wektorow jest laczne),

(L2) dladowolnego xe X O+x=x+0=x

(wektor 0 jest neutralny),

(L3)  dla dowolnego x€ X istnieje (—x)e X, ze x+(-x)=(-x)+x=0
(wektor —x jest odwrotny (przeciwny) do x),

(L4) dladowolnych x,ye X x+y=y+x

(dodawanie wektoréw jest przemienne),
w ktérej okre§lono mnozenie wektorow przez elementy ciala
K (skalary)

KxV —>VT: (a , x) - ox (wynik tego mnozenia jest wektorem)

spetniajace warunki
(L5) dladowolnego xe X 1l-x=x,

(L6) dladowolnych xe X, o, €K a(ﬂx) = (aﬂ)x ,
(L7) dladowolnych x,ye X, x €K, a(x+y):ax+ay,
(L8) dladowolnych xe X, a,f €K, (a+ﬂ)x:ax+ﬂx,

Najczesciej bedziemy rozpatrywac przestrzenie liniowe nad ciatem
liczb rzeczywistych R.

Niepusty podzbior U V' przestrzeni liniowej (V, +, 0) nazywamy jej

podprzestrzenia liniowa gdy (U, +, 0) jest przestrzenig liniowa.

Przyklad
Dowolne ciato jest przestrzenia liniowa nad samym soba i nad
dowolnym swoim podciatem.
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Przyklad
Zbior ztozony tylko z jednego elementu (wektora zerowego) {0} jest
przestrzenia liniowa. Wystarczy przyjac
0+0=0 iVaeK, a0=0
Taka przestrzen liniowa nazywamy trywialna lub zerowa.

Przyklad

Zbior M,,, macierzy m x n z dzialaniem dodawania macierzy
1 mnozenia macierzy przez liczby rzeczywiste jest przestrzenia liniowa
nad R. Wektorem zerowym jest macierz zerowa.

Szczegdlnym przypadkiem tej przestrzeni liniowej jest M,,; zbior
macierzy kolumnowych (wektorow).

Przyklad

Zbior W, wielomiandéw stopnia najwyzej n (przyjmujemy, ze w zbiorze
tym jest wielomian zerowy) z dziataniem dodawania wielomianow
i mnozenia wielomiandw przez liczby rzeczywiste jest przestrzenig
liniowa nad R. Wektorem zerowym jest wielomian zerowy.

Réwniez zbidr wszystkich wielomianéw R[X] jest przestrzenig liniowa
nad R.

Przyklad

Zbior (la, b] funkcji ciaglych na zbiorze [a, b] z dzialaniem dodawania
funkcji i mnozenia funkcji przez liczby rzeczywiste jest przestrzenia
liniowa nad R, bo suma funkcji ciaglych jest funkcja ciagla i iloczyn
funkcji ciaglej przez liczbe rzeczywista jest funkcja ciagla na
rozpatrywanym przedziale. Wektorem zerowym jest funkcja stata
roéwna zero.

Przyklad

Zbior R" ciagow rzeczywistych dlugosci n z dziataniem dodawania
ciagdw 1 mnozenia ciagdw przez liczby rzeczywiste jest przestrzenia
liniowa nad R.

Jesli (x, ,%, yoornx, )ER", (¥, 15 seueny, JER", @€ R, wtedy
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a(xl 3 Xy peeeeny X )—(axl ,aXy e ,axn)eR

> n

Wektorem zerowym jest ciag o wszystkich elementach réwnych zero

Niekiedy wektory (xl,xz,...,xn)e R" zapisuje sie¢ w postaci macierzy
Xy

X
i nazywa wektorami kolumnowymi. Zapis ten jest szczegolnie

X

n

przydatny gdy wektor jest elementem dziatan na macierzach.

Wektor

z = a,x;, + a,x, + .. + a,x,
nazywamy Kkombinacja liniowa wektorow x, ,x, ,....x, €V,
o wspolczynnikach @, ,a, ..., a, € K .

Niech W bedzie dowolnym niepustym podzbiorem wektoréw
przestrzeni V. Przez Lin(W) oznaczymy zbior wszystkich kombinacji
liniowych wektoréw z W, tzn.

Lin(W):{alxl +oax, + ...+ ax X X, ... X, €W, },
a, ,a, ,....,a, € K; k=12,..

Lin(W) nazywa sie¢ niekiedy powloka liniowa zbioru W.
Jesli Lin(WW) = V, to mowimy, ze zbior W generuje (rozpina)
przestrzen V.

WiasnoSci
a) Lin(W) jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V,

b) Lin(x, ,x, ,....,Xx,) jest najmniejsza podprzestrzenia liniowa
przestrzeni V zawierajaca wektory X, ,X, ,....,x, €V,

¢) Lin(Lin(#)) = Lin(W),
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Przyklad
W przestrzeni liniowej R? jesli x = (1, 0, O), y= (0, 1, 0), to

Lin(x, y) = {(a, b ,O)E R:abe R}

Przyklad
W przestrzeni liniowej R[x] Lin(1, x, x*) = W,.

Wektory X, ,X, ,.....,x, €V sa liniowo niezalezne jesli wektor
zerowy nie moze by¢ ich kombinacja liniowa o niezerowych
wspotczynnikach tzn. z réwnosci a,x, + a,x, + ... + a,x, =0
wynika, ze a, =a, =...=a, =0, (W przeciwnym przypadku
elementy te sa liniowo zalezne).

Nieskonczony uktad wektoréw jest liniowo niezalezny jesli kazdy
skonczony jego podzbidr jest liniowo niezalezny.

WiasnoSci

a) uktad wektorow liniowo niezaleznych nie moze zawiera¢ wektora
Zerowego,

b) pojedynczy wektor jest liniowo niezalezny, gdy jest niezerowy,

¢) dowolny podzbiér uktadu wektorow liniowo niezaleznych jest
liniowo niezalezny,

d) uktad wektoréw jest liniowo zalezny wtedy i tylko wtedy, gdy
pewien wektor z tego uktadu daje si¢ przedstawi¢ w postaci
kombinacji liniowej pozostatych.

Przyklad

W przestrzeni liniowej R’ = wektory x = (1, 0, 0), y= (O, 1, O), sa
liniowo niezalezne, bo jesli ax+by=0, to (a, b ,0): (0,0,0)
1 z rownosci ciagébw wynika, ze a =0, b = 0.

Natomiast wektory x = (1, 1, O), y= (2, 2, 0), sa liniowo zalezne, bo
2x—y=0, czyli  kombinacja liniowa tych  wektoréw
o wspotczynnikach 2, —1 daje wektor zerowy.
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Przyklad

W przestrzeni liniowej R[x] wektory 1, x, x* sa liniowo niezalezne, bo
jeSli a+bx+cx® =0 (rdwnoé¢ musi zachodzi¢ dla dowolnego x), to
a=b=c=0.

Natomiast wektory 1 — x, 2x, 4 sa liniowo zalezne, bo
2:(1 —x) + 2x — 0,54 = 0, czyli kombinacja liniowa tych wektorow
o wspotczynnikach 2, 1, —0,5 daje wektor zerowy.

Uwaga

W przestrzeni wektorowej R" liniowa niezalezno$¢ wektorow mozna
bada¢ za pomoca rzedu macierzy, ktérej wiersze lub kolumny to
sktadowe rozpatrywanych wektoréw. Zachodzi bowiem wtasnos¢:

wektory x', x%, .., x* € R", gdzie x' =(x1i,x;,... ,xfl) sa liniowo
niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy
1 2 k
XX X
1 2 : k
X, X; X
rz .2 .2 .2 :k
1 xz xk

n n n
Jesli k> n to elementy XX, Fe R musza by¢ liniowo zalezne
(rzad macierzy nie moze przekracza¢ zadnego z wymiarOw macierzy).
Jesli k= n to elementy x', x°, ..., x" € R" sa liniowo niezalezne wtedy
i tylko wtedy, gdy
2 . n

X ox x|
xy X3 iox)
det| #0
xoxl X!
Przyklad
W przestrzeni liniowej R® | wektory x=(1,0,0), y=(0,1,0),
1 00
Z:(O, 1, 1) sq liniowo niezalezne, bo det|0 1 1|=1=0.
0 0 1
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Natomiast wektory x =(1,1,0), y=(2,3,1), z=(1, 2,1) sa liniowo

1 2
zalezne,bo det| 1 3 2 (=0.
0 1 1

Baza przestrzeni liniowej

Baza przestrzeni liniowej /' nazywamy uporzadkowany uktad liniowo
niezaleznych wektorow X, ,x, ,X,,....€ V' taki, ze kazdy wektor x tej
przestrzeni  jest ich  kombinacja  liniowa, tzn. istnieja
a, ,a, ,..,a,€eK, ze x=ax + a,x, +..+ a,x,. Taka
kombinacje liniowa nazywamy rozkladem wektora x w bazie

X, Xy e X,, a liczby a, ,a, ,....,a, wspélrzegdnymi wektora

n

x w tej bazie.

WiasnoSci

a) w kazdej nietrywialnej przestrzeni liniowej istnieje baza,

b) kazde dwie bazy danej przestrzeni s réwnoliczne,

c) baza to maksymalny uktad wektorow liniowo niezaleznych w danej
przestrzeni, tzn. jesli do bazy dotaczymy dowolny wektor to
otrzymany uktad wektoréw musi by¢ liniowo zalezny,

d) jesli x;,x,,...,x, jest baza 1 y, ,y, ,.....,», Jjest dowolnym
uktadem wektorow liniowo niezaleznych to m<n 1 wektory
Vi 5Vy seeeenry,, mMozna uzupetni¢ pewnymi n — m elementami

sposrod X, ,X, ey X do bazy (twierdzenie Steinitza

o wymianie), zatem kazdy liniowo niezalezny uklad wektorow
mozna uzupetni¢ do bazy,

e) kazdy wektor przestrzeni liniowej mozna przedstawic tylko w jeden
sposob jako kombinacje liniowa wektorow bazy tej przestrzeni.

Przyklad

W przestrzeni liniowej R® | wektory x=(1,0,0), y=(0,1,0),
z= (O, 1, 1) tworza baze, bo sa liniowo niezalezne i jest to maksymalny
uktad wektorow liniowo niezaleznych w tej przestrzeni.
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Przyklad

Niech e' =(1,0,..,0), ¢*=(0,1,0,...,0), ... e"=(0,0,...,0.)

(w wektorze ¢" jedynka znajduje si¢ na k - tej pozycji). Wektory te

tworza baze przestrzeni liniowej R". Baze ta nazywamy bazg

standardow3g tej przestrzeni.

Jeslie', &, ..., €" jest baza standardowa w R"i x = (x1 3 Xys ttty X, )jest

dowolnym elementem tej przestrzeni to x mozna zapisa¢ w postaci
x=xe' +xe’+ .. +x.e"

zatem wspotrzedne wektora sa jednoczesnie wspotczynnikami jego

rozwinigcia w bazie standardowe;.

Przyklad

W przestrzeni liniowej W, wektory 1, x, x> tworza baze, bo sa liniowo
niezalezne i Lin(1, x, x*) = W,.

W przestrzeni liniowej W, wektory 1, x, x*, x°,..., x" tworza baze.

W przestrzeni liniowej R[x] wektory 1, x, x> x°... tworza baze.

Jesli baza sktada si¢ z n wektoréw, to moéwimy, ze V jest przestrzenia
n wymiarowg i piszemy dimV =n. W przeciwnym przypadku V jest
przestrzenia nieskonczenie wymiarowa i piszemy dim} = co. Przyjmuje
si¢ tez, ze przestrzen zerowa ma wymiar zero.

Przyklad
dimR" =n.

Przyklad
dimW,=n+ 1.
dimR[x] = oo.

Suma prosta podprzestrzeni liniowych
Jesli w przestrzeni liniowej V' podzbiory Vi, V, sa podprzestrzeniami
liniowymi, to réwniez zbiory
i+, :{vl+v2 v, eV, v, eVz} i v,
sa podprzestrzeniami liniowymi.
Gdy V1, V> maja skonczone wymiary to

dimV, + dimV, =dim(V,+V, )+dim(V, "V, )
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Szczegolnie wazny jest przypadek, gdy V, N V, = {O}

lesli V=V,+V, orazV NV, = {0}, to mowimy, Ze V jest sumg
prosta podprzestrzeni V7, V5. Stosujemy wtedy zapis V' =V, @ V,
Réwnowazne warunkidla V' =V, ® V,

1) V=V, +V, idimV=dimV,+ dimV, ,

2) dowolny wektor v z przestrzeni V ma jednoznaczne
przedstawienie w postaci v=v, + v, ; v, eV, v, €V,

3) polaczenie baz podprzestrzeni V;, V, jest baza przestrzeni V.

Przyklad

Rn+m :Rn (_B Rm .

Przestrzen rozwiazan ukladu réwnan jednorodnych

Rozpatrzmy nieoznaczony, jednorodny uktad réwnan liniowych (RJ):
AX=0

Niech » =rzA4, n — liczba niewiadomych r < n.

Wilasnos¢

Rozwiazania uktadu jednorodnego (RJ) sa elementami podprzestrzeni
przestrzeni liniowej R" (wektor zerowy jest rozwiazaniem RJ, suma
rozwiazan RJ jest rozwiazaniem RJ, jesli rozwiazanie RJ pomnozymy
przez stala to otrzymamy rozwiazanie RJ). Zatem rozwiazania RJ
tworza podprzestrzen w przestrzeni liniowej R".

Stosujac przeksztalcenia elementarne (patrz metoda eliminacji Gaussa)
mozemy przeksztalci¢ macierz wspodtczynnikéw do postaci normalnej:

1 0 0 aIlr+1 aIl n
0 1 0 a a

2r+l 2n _ [I|P]
O 0 1 aIrr+1 aIrn
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I .+ — macierz jednostkowa, P .y — macierz wspotczynnikow przy
parametrach.

Zatem otrzymali§my rownowazny uktad réwnan liniowych

[P]IX =0
Podstawiajac kolejno za zmienne x.i, Xw2, .., X, sktadowe bazy
standardowej e', e, ..., " przestrzeni R™" obliczamy xi, xa, ..., X;

z poszczegolnych réwnan i zestawiajac je otrzymamy rozwigzania
fundamentalne:
1 2 n-r
F,F,..,F

Twierdzenie
Dowolne rozwiazanie RJ ma postac

** X=AF' + L, F*+. . +AF"
k=n-r,
gdzie A4, 4,,...., 4, € R (dowolne liczby)
(jest kombinacja liniowa elementow F', F°, ..., F™)

Zatem zbior rozwigzan tworzy przestrzeh R™ i rozwiazania
fundamentalne F', F°, ..., F"" sa baza tej przestrzeni.

Rozpatrzmy nieoznaczony, niejednorodny uktad rownan liniowych
(RN):

AX=B
Wiasno$¢
Jesli do wybranego rozwiazania uktadu niejednorodnego (RN) dodamy
dowolne rozwigzanie uktadu jednorodnego (RJ) to otrzymamy
rozwigzanie RN.

Twierdzenie
Dowolne rozwiazanie RN ma posta¢

(*r) X=F "+ AF' +A,F* +.. .+ AF*
k=n-r,
gdzie
Ay Ay ey ﬂk € R (dowolne liczby),
F? - jakiekolwiek rozwiazanie RN
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Przyklad
Wyznaczymy rozwigzanie ogdlne rownania

X +x,+x,—x;=0
2x, +x; =1
—X, + X, =Xy +x, —xs=—1

Rozwiazanie.
Najpierw rozpatrujemy rownanie jednorodne

X +x,+x,—x;=0
2x,+x,=0
X, +X, =X, +x,—x,=0
Macierz wspotczynnikow
1 1 0 1 -1
A=2 0 1 0 O
-11 -1 1 -1

posta¢ normalna macierzy wspolczynnikow (po  zastosowaniu
przeksztatcen elementarnych) ma postac:

1 0 1/2 0 O

A=[0 1 -1/2 1 -1
0 0 0 0 0
zatemr=r1rzA=2,n=>5.
podstawiamy za xi, x4, x5 sktadowe wektora e¢' = (1, 0, 0) bazy

2 . . .
, &, przestrzeni R’ | obliczamy z pierwszego

: 1
standardowej e, e
roOwnania x; = -0,5 i z drugiego réwnania x, = 0,5 i otrzymamy

rozwigzanie fundamentalne
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podstawiamy za xi, x4, xs sktadowe wektora e* = (0, 1, 0) bazy

.1 2 . . .
standardowej e, ¢, e, przestrzeni R otrzymamy rozwiazanie

podstawiamy za x;, x4, xs sktadowe wektora ¢® = (0, 0, 1) bazy
standardowej e e, przestrzeni R otrzymamy rozwiazanie

0

F’=

1

0

0
_1 =
Dowolne rozwiazanie RJ ma postaé

X=AF"+ LF*+ A,F°
gdzie A, A4y, Ay € R (dowolne liczby)

podstawiajac do rownania niejednorodnego za x; = x4 =xs= 0
otrzymamy uktad réwnan (trzecie rOwnanie mozna pominac):
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X +x,=0
2x, =1

otrzymujemy pewne rozwigzanie RN

0,5
-0,5
F’=|0
0
0

Zatem dowolne rozwiazanie RN ma postaé

0,5 ] [—0,5] 0 0
-0,5 0,5 -1 1
X=10 + 011 +2,00 | +25]0
0 0 1 0
0 | o | [0 1

gdzie A, 4,,4; € R (dowolne liczby)

Zadania

Zadanie 1

Sprawdz czy jest przestrzenia liniowa nad R (z dodawaniem macierzy
1 mnozeniem macierzy przez liczbe):

a) zbidr wszystkich macierzy,

0 a
b) zbidr macierzy postaci {b }, a,b,c € R dowolne,
c

a
¢) zbidr macierzy postaci {b }, a,b,c € R dowolne,
c
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b
}, a,b e R dowolne,

d) zbidr macierzy postaci
-b a

(odp. a) nie, b) tak, c) nie, d) tak)

Zadanie 2
Sprawdz czy nastgpujace zbiory funkcji (z dodawaniem funkcji
i mnozeniem funkcji przez liczbg), sa przestrzeniami liniowymi nad R:
a) zbiér wielomian6w stopnia n,
b) zbidr wszystkich wielomiandéw spetniajacych warunek W(0) =0,
c) zbidr wszystkich wielomianéw spetniajacych warunek W(0) =1,
d) zbior funkcji postaci f(x) = ax + b, a,be R,
(odp. a) nie, b) tak, c) nie, d) tak)

Zadanie 3
Niech x=(-1,2,0,2), y=(1,-1,4,-3), x,yeR*. Wyznaczy¢
z=-3x+y.
Czy elementy x, y sa liniowo niezalezne?
(odp. z= (4, -7,4, - 9), elementy liniowo niezalezne)

Zadanie 4
Dla jakiej warto$ci ¢ € R wektory x =(1,-1,2,-2) i y=(-2,c,—4.,4)

X,y € R* sa liniowo zalezne?
(odp. c=2)

Zadanie 5
Sprawdz, ze  x=(1,2,5), y=(53,1), z=(-15-2,21),

X, y,zeR3 sa liniowo zalezne. Przedstawi¢ wektor zerowy jako

niezerowa kombinacje¢ liniowa tych wektorow.
(odp. 0=5x—-4y—=z)

Zadanie 6
Sprawdz, ze W(x)=x>+5, P(x)=x>—4x+3,
P(x)=x">+16x+13, W,P,Q € W, (przestrzen wielomianow stopnia
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najwyzej 2) sa liniowo zalezne. Przedstawi¢ wektor zerowy jako
niezerowa kombinacje liniowa tych wektorow.

(odp. 0=5W —-4P—-Q)

Zadanie 7

1 2 3 2 1 5 -3 6 -5
Sprawdz, ze A= , B= , C= ,
01 1 2 0 4 -8 5 -11

A,B,CeM,; sa liniowo zalezne. Przedstawi¢ wektor zerowy jako

niezerowa kombinacje¢ liniowa tych wektorow.

(odp. 0=54-4B-C)

Zadanie 8

Sprawdz,  ze f(x)=sin’x, g(x)=cos’x, h(x)=1,
f,g,he C[0,1] sa liniowo zalezne. Przedstawi¢ wektor zerowy jako
niezerowa kombinacj¢ liniowa tych wektorow.

(odp. 0= f+g—h)
Zadanie 9
Sprawdz, ze W (x)=x"—-4x+3, P(x)=5x-4, P(x)=x>+x+1,
W,P,0eW, (przestrzen wielomianéw stopnia najwyzej 2) sa liniowo

niezalezne.

Zadanie 10

1 O 0 1 0 0 0 0
Sprawdz, ze A= , B= , C= , D= ,
0 0 0 0 1 O 0 1

A,B,C,DeM,, sa liniowo niezalezne. Zauwaz, ze jest to baza

przestrzeni M, ,.

Zadanie 11
1 0 1
Niechle,yzo,z:o.
0 4 2
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Czy elementy x, y, z sa liniowo niezalezne? Czy tworza baze w Ms; ?
Przedstaw u =0, 1, 0]T jako kombinacjg liniowa x, y, z.
(odp. x, y, z tworza baze, u =x +0,5y — z)

Zadanie 12
Elementy e, ¢°, ¢’ — baza standardowa w R*. Czy elementy e', ' + &7,
e' + ¢* + ¢’ sq liniowo niezalezne? Czy tworza bazeg w R*?

(odp. jest to baza w R?)

Zadanie 13

Sprawdz, ze x :(1, 1, l), y= (1, 2, 3), z= (1, 4, 9), X, V,Z € R’

tworza bazg. Wyznaczy¢ wspotrzedne wektora (3, 7, 13) w tej bazie.
(odp. (1,1, 1))

Zadanie 14

Sprawdz, ze 1-x* , x—x4, x* —x4, x=x! , x* tworza baze
przestrzeni W, (wielomianéw stopnia najwyzej 4).

Wyznaczyé wspoltrzedne wektora 1—2x+3x" —4x” +5x* w tej

bazie.
(Odp (15 _2’ 37 _4))

Zadanie 15
Okresl wymiar i baz¢ podprzestrzeni Lin( x, ,x, ,Xx; ,X, ,X5) gdzie
x =(1,0,0,-1), x,=(2,1,1,0), x, =(1L, 1, 1,1), x, =(1, 2, 3, 4),
X =(0, 1, 2, 3), X[, Xy, X5,X,X5 € R*.
(odp. dimLin(x, ,x, ,Xx; ,X, ,X5) =3,

przyktadowa baza to x, ,x, ,x, )

Zadanie 16
Sprawdz, ze w przestrzeni W, (wielomiandw stopnia najwyzej 4) zbior
V) wielomianow, ktore sa funkcjami parzystymi i zbiér V, wielo-
mianow, ktore sa funkcjami nieparzystymi sa podprzestrzeniami
liniowymi w W, .
Sprawdz, ze W, =V, @ V.
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Zadanie 17

Sprawdz, ze dany podzbidr jest podprzestrzenia liniowa odpowiedniej
przestrzeni liniowe;.

Wyznacz wymiary tych podprzestrzeni i przyktadowa bazg.

a b

a) zbidr macierzy postaci b }, a,be R wM,,,
- a

(a b ¢

b) zbior macierzy postaci |b a b |, a,b,ce R w M3,

_cba

Zadanie 18
Podaj rozwiazanie og6lne RJ.

x—x,=0 X —x,+x;=0
a) b)
2x,—2x,=0 2x,+x, +x,;,=0
X, +x,+x;+x,—2x,=0
3x,—4x, = 2x; +x, +3x, =0
=2x, +2x, +x; +2x, —5x,=0
-x, +4x, —4x,=0

(odp. a) [1, 17, b) [0, 1,
C) [05 55 49 15 O]Ta [_15 _75 _4a 05
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